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Esercizio 1 

Si considerino due semianelli sottili di carica posti nel piano x-y, con raggio R1 = 10 cm (nel semipiano 

y > 0) e raggio R2 = 5 cm (nel semipiano y > 0) e centro coincidente con l’origine degli assi O(0,0). 

Il semianello nel semipiano y > 0 ha una carica totale, distribuita uniformemente, pari a Q1 = 10-6 C. 

Calcolare: 

a. la direzione (non il verso) del campo elettrico totale (prodotto dai due semianelli) nell’origine 

in O (giustificare la risposta); 

b. la carica totale distribuita sul semianello nel semipiano y < 0 in modo che il campo elettrico 

totale sia nullo in O. 

Nota: si sfruttino le simmetrie e si faccia attenzione al fatto che nel punto b. viene richiesta la carica 

totale e non la densità di carica. 

 

 
Soluzione: 

a. Il vettore campo elettrico prodotto da ciascun elemento di carica infinitesima del semianello nel 

semipiano y > 0 ha in O una componente lungo x e una lungo y. La componente lungo x è 

uguale e opposta per due elementi infinitesimi del semianello simmetrici rispetto all’asse y; per 

questo motivo, quando si integra il campo elettrico sul semianello le componenti lungo l’asse x 

si elidono. Lo stesso vale per il campo elettrico prodotto dal semianello nel semipiano y < 0. 

Pertanto il campo elettrico totale è diretto lungo l’asse y.  

Alla stessa conclusione si poteva giungere osservando che data la simmetria dei semianelli 

rispetto all’asse y, non c’è motivo per cui il campo elettrico prodotto debba avere una 

componente positiva o negativa lungo l’asse x. 
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b. Per calcolare il campo elettrico totale bisogna integrare i singoli contributi dovuti ai tratti 

infinitesimi che compongono i due anelli. 

Facendo riferimento al semianello nel semipiano y > 0 (vedi figura), la componente lungo y del 

campo elettrico d�⃗� 1 prodotto in O dall’elemento infinitesimo di carica di lunghezza dl1 = R1 d, 

individuato dall’angolo  , è data da: 

d𝐸1𝑦 = −
𝜌𝑙1d𝑙1

4𝜋휀0𝑅1
2 sin𝜃 = −

𝜌𝑙1𝑅1d𝜃

4𝜋휀0𝑅1
2 sin𝜃 = −

𝜌𝑙1d𝜃

4𝜋휀0𝑅1
sin𝜃 

dove l1 = Q1 / ( R1) è la densità di carica lineare uniforme distribuita sul semianello. 

Integrando sul semianello, si può calcolare la componente lungo y del campo elettrico totale da 

esso prodotto: 

𝐸1𝑦= ∫ 𝑑𝐸1𝑦

𝜋

𝜃=0

= ∫ −
𝜌𝑙1sin𝜃

4𝜋휀0𝑅1

𝜋

𝜃=0

d𝜃 = −
2𝜌𝑙1

4𝜋휀0𝑅1
= −

𝜌𝑙1

2𝜋휀0𝑅1
= −

𝑄1

2𝜋2휀0𝑅1
2 

 

 
Analogamente, per il semianello nel semipiano y < 0, si ha: 

𝐸2𝑦= ∫ 𝑑𝐸2𝑦

−𝜋

𝜃=0

= ∫
𝜌𝑙1sin𝜃

4𝜋휀0𝑅2

−𝜋

𝜃=0

d𝜃 =
2𝜌𝑙2

4𝜋휀0𝑅2
=

𝜌𝑙2

2𝜋휀0𝑅2
=

𝑄2

2𝜋2휀0𝑅2
2 =

𝑄2

2𝜋2휀0(𝑅1 2⁄ )2
= 

=
2𝑄2

𝜋2휀0𝑅1
2 

dove l2 = Q2 / ( R2) e Q2 è stata assunta positiva. 

Per fare in modo che il campo elettrico totale Ey = E1y + E2y sia nullo, deve quindi essere: 

𝑄2 =
𝑄1

4
= 2.5 ∙ 10−7 C 
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Esercizio 2 

Sia data la corrente stazionaria I1 = 2 (A) che scorre in direzione +z e interseca il piano (x, y) 

nell’origine O(0, 0, 0), come mostrato in figura. Calcolare il valore della corrente I2 che scorre in 

direzione +z e interseca il piano (x, y) nel punto di Q(-1 m, 0, 0), affinché una particella di carica q 

non sia sottoposta a nessuna forza quando si trova nel punto P1(1 m, 0, 0) con velocità  

𝑣 1 = 2 𝑎 𝑥 (m/s) e quando si trova in P2(2 m, 0, 0) con velocità 𝑣 2 = 2 𝑎 𝑦 (m/s). 

Suggerimenti: si consideri la forza di Lorentz. 

 

 
Soluzione: 

Ricordando che la forza di Lorentz è data da 

𝐹 = 𝑞𝑣 × �⃗� = 𝑞𝑣 × 𝜇�⃗⃗�  
affinché la particella q non subisca nessuna forza in P1, si deve avere che il campo magnetico totale 

somme dei campi prodotti da I1 e I2, sia nullo. Il campo prodotto da I1 in P1 è dato da 

�⃗⃗� 1(𝑃1) =
𝐼1

2𝜋𝑂𝑃1
𝑎 𝑦 =

2

2𝜋
𝑎 𝑦 =

1

𝜋
𝑎 𝑦 (A/m) 

Deve quindi essere: 

�⃗⃗� 2(𝑃1) =
𝐼2

2𝜋2
𝑎 𝑦 = −�⃗⃗� 1(𝑃1) = −

1

𝜋
𝑎 𝑦 (A/m) 

e quindi 

𝐼2 = −2𝐼1 = −4 (A) 

In P2 invece la velocità 𝑣 2 è parallela ai vettori campo magnetico prodotti da I1 e I2 e quindi la forza 

a cui è sottoposta la particella q è nulla per qualsiasi valore di I2. 
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Esercizio 3 

Sia data una linea bifilare in aria ( = 0) realizzata con conduttori non ideali (c = 3  107 S/m) di 

raggio a e posti a una distanza d = 12 mm (vedi figura). Calcolare il raggio a in modo che l’impedenza 

caratteristica Zc sia pari a 150 Ω e l’attenuazione (dB/km) alla frequenza di 200 MHz. 

 

Suggerimento: si assuma che l’impedenza caratteristica della linea sia puramente reale (uguale a 

quella del corrispondente coassiale senza perdite) e si utilizzi l’approssimazione dei conduttori 

sottili. 

 
Soluzione:  

L’impedenza caratteristica di una linea bifilare (usando l’approssimazione dei conduttori sottili) è 

data da 

𝑍𝑐 = √
𝑙

𝑐
=

√𝜇0 0

𝑐
= √

𝜇0

0

𝑙𝑜𝑔[𝑑 𝑎⁄ ]

𝜋
= 150 Ω 

dove l e c sono l’induttanza e la capacità per unità di lunghezza della linea bifilare. Si ricava quindi: 

𝑎 =
𝑑

exp[√
𝜀0
𝜇0

𝑍𝑐𝜋]
= 3.4 mm 

L’attenuazione per unità di lunghezza è invece data da: 

𝛼 =
𝑟𝑐

2𝑍𝑐
 (Np/m) 

Dove rc è la resistenza per unità di lunghezza, data da 

𝑟𝑐 =
2

𝜎𝑐𝛿2𝜋𝑎
=

1

𝜎𝑐𝛿𝜋𝑎
= 0.475 Ω/m 

essendo  lo spessore pelle: 

𝛿 = √
2

𝜔𝜇0𝜎𝑐
= √

2

2𝜋𝑓𝜇0𝜎𝑐
= 6.5 µm 

Si ottiene quindi 

𝛼 =
𝑟𝑐

2𝑍𝑐
= 0.0016  

Np

m
= 13.76

dB

km
 

d 

2a 

0 

2a 
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Esercizio 4 

Un’onda piana uniforme si propaga in aria (r1 = 1, µr1 = 1) in direzione +z, con campo elettrico 

nell’origine pari a �⃗� 𝑖(0,0,0) = 5 𝑎 𝑦 (V/m), e incide su un multistrato come in figura (r2 = 4, µr2 = 1, 

r3 = 1, µr3 = 4, d2 = 40 cm). Calcolare la densità di potenza trasmessa nel terzo mezzo e il vettore 

fasore del campo elettrico totale nell’origine O(0, 0, 0), alla frequenza di 150 MHz.  

 
Soluzione:  

Si calcolano le impedenze caratteristiche e le lunghezze d’onda di tutti i mezzi: 

𝜂1 = 𝜂0 = 377 Ω 

𝜂2 = 𝜂0√
𝜇𝑟2

𝑟2
= 188.4 Ω 

𝜂3 = 𝜂0√
𝜇𝑟3

𝑟3
= 753.5 Ω 

Inoltre 

𝜆2 =
𝜆0

√𝜇𝑟2휀𝑟2

=
𝜆0

2
= 1 m 

𝑑2

𝜆2
= 0.4 

Quindi 

Γ𝐴 =
𝜂3 − 𝜂2

𝜂3 + 𝜂2
= 0.6 

Γ𝐵+ = Γ𝐴 exp(−2𝑗𝛽2𝑑2) = Γ𝐴 exp (−2𝑗2𝜋
𝑑2

𝜆2
) = 0.185 + 𝑗0.571  

𝑍𝐵 = 𝜂2
1+Γ

𝐵+

1−Γ𝐵+
= 121.9 + 𝑗217.3 Ω 

Si poteva arrivare allo stesso risultato con l’equivalente alle linee di trasmissione e la carta di Smith: 
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Γ𝐵− =
𝑍𝐵 − 𝜂1

𝑍𝐵 + 𝜂1
= −0.270 + 𝑗0.554  

|Γ𝐵−| = 0.616  
La densità di potenza trasportata dall’onda incidente è data da 

S𝑖 =
1

2𝜂1
|𝐸𝑖|

2 = 0.033   W/m2 

La densità di potenza trasmessa alla sezione B è la stessa trasmessa al terzo mezzo (il secondo 

mezzo è senza perdite): 

S𝑡 = S𝑖(1 − |Γ𝐵−|2) = 0.021   W/m2 

Inoltre alla sezione B, si ha 

E𝑖(1 + Γ𝐵−) = 3.65 + 𝑗2.77 V/m 
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Esercizio 5 

 

Sia dato un generatore (Zg = 100  e Vg = 50 V) operante alla frequenza di 300 MHz e collegato ad 

un carico ZL = 75  attraverso una linea di trasmissione con perdite, avente impedenza caratteristica 

Zc = 75 , costante di attenuazione  = 30 dB/km e lunghezza l = 20 m (vedi figura). Si calcoli la 

potenza erogata dal generatore, la potenza che arriva al carico e quella dissipata sulla linea  

 

 
Soluzione: 

La costante di attenuazione vale: 

 = 30 dB/km = 0.0035 Np/m 

Poiché il carico è adattato alla linea, l’impedenza alla sezione B ZB = ZL = Zc e il coefficiente di 

riflessione che vede il generatore alla sezione B vale: 

Γ𝐵− =
𝑍𝑐 − 𝑍𝑔

𝑍𝑐 + 𝑍𝑔
= −0.143 

La potenza disponibile del generatore è data da 

P𝑑 =
𝑉𝑔

2

8𝑍𝑔
= 3.125  W 

La potenza erogata dal generatore è 

P𝑔 = P𝑑(1 − |Γ𝐵−|2) = 3.06  W 

La potenza assorbita dal carico è 

P𝐿 = P𝑔𝑒𝑥𝑝(−2𝛼𝑙) = 2.67  W 

e la potenza dissipata sulla linea 

P𝑑𝑖𝑠𝑠 = P𝑔 − P𝐿 = 0.40  W 

 

B A 

A B 

Vg 

Zg 
ZL 

Zc 

l 
f = 300 MHz 

Zg = 100  

Vg = 50 V 

Zc = 75  

ZL = 75  

 = 30 dB/km 

l = 20 m 


